
统计学习理论
张超
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统计学习遇到的问题

学习应使用的数据量

学习机器的收敛速度（计算复杂度）

学习过程中机器出现的错误

学习得到的函数与目标函数的差异及带来的错误率
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没有什么比一个好的理论更实用了

——Vladimir N. Vapnik
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函数估计模型

产生器G: 

训练器S:

学习机器LM:

学习问题: 

4

F (y|x)

f(x,α),α ∈ Λ

x � F (x)

(x1, y1), · · · , (xl, yl) ∼ F (x, y)(i.i.d)
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经验风险最小化

记                    , 损失函数: 

度量损失的风险泛函:              

经验风险泛函:

经验风险最小化（ERM）原则:

使用               来替换

用使              最小的函数              来逼近使        最小的函数

(xi, yi) = zi Q(z,α) = L(y, f(x,α)),α ∈ Λ

R(α) =
�
Q(z,α) dF (z)

Q(z,α0)

Remp(α) =
1

l

�l
i=1 Q(zi,α)

Q(z,α
�
)Remp(α) R(α)

Remp(α) R(α)
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统计学习理论的四个部分
1.一个基于ERM原则的学习过程具有一致性的条件是什么？

➡学习过程一致性的理论

2.学习过程收敛的速度（样本数目）有多快？

➡学习过程收敛速度的非渐进理论

3.如何控制学习过程的推广能力？

➡控制学习过程的推广能力的理论

4.怎样构造能够控制推广能力的算法？

➡构造学习算法的理论
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学习过程一致性的理论
ERM原则的一致性:

若                                 和                                       两序列收敛于同一极限

称ERM原则对函数集                       和概率分布函数        是一致的

ERM原则一致性的充要条件: 

当                      使得                        时，

ERM原则一致的充要条件是                                                                             
一致单边收敛成立

把一致性转化为一致单边收敛问题

R(α
�
)

P−−−→
l→∞

inf R(α) Remp(α
�
)

P−−−→
l→∞

inf R(α)

Q(z,α),α ∈ Λ F (z)

Q(z,α),α ∈ Λ A � R(α) � B

lim
l→∞

P

�
sup
α∈Λ

(R(α)−Remp(α)) > ε

�
= 0, ∀ε > 0
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学习过程一致性的理论（续）

示性损失函数集的熵:

                       : 示性函数集中的函数能把样本分成多少种不同分类

熵:                                             ，反映期望的多样性

有界实损失函数集的熵: 

                          :                                                 上最小     网格的元素数目

VC熵: 

NΛ(z1, · · · , zl)

H
Λ(l) = E lnNΛ(z1, · · · , zl)

NΛ(ε; z1, · · · , zl) (Q(z1,α), · · · , Q(zl,α)),α ∈ Λ ε−

H
Λ(ε; l) = E lnNΛ(ε; z1, · · · , zl)
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学习过程一致性的理论（续2）

                                                                                 

充分条件:  

定义                             ，对每一个            存在一个

A. 

B. 

充要条件:                  ，                             ，使得  

lim
l→∞

P

�
sup
α∈Λ

(R(α)−Remp(α)) > ε

�
= 0, ∀ε > 0

Q∗(z,α∗),α∗ ∈ Λ∗ Q(z,α) Q∗(z,α∗)

Q(z,α)−Q∗(z,α∗) � 0, ∀z�
(Q(z,α)−Q∗(z,α∗)) dF (z) � δ

∀δ, η, ε > 0 ∃Q∗(z,α∗),α∗ ∈ Λ∗ lim
l→∞

H
Λ∗

(ε; l)

l
< η

lim
l→∞

P

�
sup
α∈Λ

|R(α)−Remp(α)| > ε

�
= 0 ⇔ lim

l→∞

H
Λ(ε; l)

l
= 0
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收敛速度非渐进性理论
无限样本学习过程的收敛速度: 

退火的VC熵: 

学习过程收敛速度快

一致性和收敛速度不依赖概率测度: 

生长函数: 

ERM学习过程对任何概率测度具有一致性

ERM学习过程收敛速度快

H
Λ
ann(l) = lnEN

Λ(z1, · · · , zl)

⇐ lim
l→∞

H
Λ
ann(l)

l
= 0

GΛ(l) = ln sup
z1,··· ,zl

NΛ(z1, · · · , zl)

⇔ lim
l→∞

GΛ(l)

l
= 0

⇐ lim
l→∞

GΛ(l)

l
= 0

H
Λ(l) � H

Λ
ann(l) � G

Λ(l)
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收敛速度非渐进性理论（续）

有限样本学习过程的收敛速度（下界也存在）: 

1.示性损失函数依赖分布的上界: 

 

 

P

�
sup
α∈Λ

�����

�
Q(z,α) dF (z)− 1

l

l�

i=1

Q(zi,α)

����� > ε

�
� 4e









H

Λ
ann(2l)

l
−ε2



l






P





sup
α∈Λ

�
Q(z,α) dF (z)− 1

l

�l
i=1 Q(zi,α)

��
Q(z,α) dF (z)

> ε





� 4e









H

Λ
ann(2l)

l
−
ε2

4



l
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收敛速度非渐进性理论（续2）
有限样本学习过程的收敛速度（下界也存在）: 

2.对实函数集的推广:                       的示性函数集

1)完全有界实损失函数集

2)完全有界非负实损失函数集 

I(z,α,β),α ∈ Λ,β ∈ BQ(z,α),α ∈ Λ

12

P

�
sup
α∈Λ

�����

�
Q(z,α) dF (z)− 1

l

l�

i=1

Q(zi,α)

����� > ε

�
� 4e




H

Λ,B
ann (2l)

l
−

ε2

(B −A)2



l

P





sup
α∈Λ

�
Q(z,α) dF (z)− 1

l

�l
i=1 Q(zi,α)

��
Q(z,α) dF (z)

> ε





� 4e




H

Λ,B
ann (2l)

l
−
ε2

4B



l
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收敛速度非渐进性理论（续3）
有限样本学习过程的收敛速度（下界也存在）: 

3.收敛速度与分布        无关的上界: 用              替换

1)完全有界实损失函数集

2)完全有界非负实损失函数集 

GΛ,B(2l) H
Λ,B
ann (2l)F (z)

P

�
sup
α∈Λ

�����

�
Q(z,α) dF (z)− 1

l

l�

i=1

Q(zi,α)

����� > ε

�
� 4e




GΛ,B(2l)

l
−

ε2

(B −A)2



l

P





sup
α∈Λ

�
Q(z,α) dF (z)− 1

l

�l
i=1 Q(zi,α)

��
Q(z,α) dF (z)

> ε





� 4e




GΛ,B(2l)

l
−
ε2

4B



l
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推广能力的界的理论

ERM学习机器推广能力的概念性界: 

最小经验风险              的函数            的期望风险         是多少？

对任意函数集              与真正的期望风险最小             的接近程度怎样？

记

Remp(α
�
) Q(z,α

�
) R(α

�
)

Remp(α
�
) inf R(α)

α∈Λ

E = 4
GΛ,B(2l)− ln(

η

4
)

l
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推广能力的界的理论（续）
ERM学习机器推广能力的概念性界: 

1.完全有界损失函数集: 

1)下面不等式至少以        的概率对                      中所有函数成立

 

 

2)下面不等式至少以          的概率对使经验风险最小的函数            成立 

1− η Q(z,α),α ∈ Λ

R(α) � Remp(α) +
B −A

2

√
E

Remp(α)−
B −A

2

√
E � R(α)

1− 2η Q(z,α
�
)

R(α
�
)− inf

α∈Λ
R(α) � (B −A)

�
− ln η

2l
+

B −A

2

√
E

15

与一致收敛速度的界等价
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推广能力的界的理论（续2）

ERM学习机器推广能力的概念性界: 

2.完全有界非负损失函数集: 

1)下面不等式至少以        的概率对                      中所有函数成立

 

2)下面不等式至少以          的概率对使经验风险最小的函数            成立 

 

1− η Q(z,α),α ∈ Λ

1− 2η Q(z,α
�
)

R(α) � Remp(α) +
BE
2

�
1 +

�
1 +

4Remp(α)

BE

�

R(α
�
)− inf

α∈Λ
R(α) � B

�
− ln η

2l
+

BE
2

�
1 +

�
1 +

4

E

�

16

相对偏差一致收敛速度
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推广能力的界的理论（续3）
ERM学习机器推广能力的构造性界: 

任何生长函数，

或者满足

或者满足

   是整数，满足          时，                         且

示性函数集的生长函数是线性的，VC维无穷大

示性函数集的生长函数以   的对数函数为界，VC维等于   

GΛ(l) = l ln 2

GΛ(l) � h

�
ln

l

h
+ 1

�

h h
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h l = h GΛ(h) = h ln 2

GΛ(h+ 1) < (h+ 1) ln 2
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推广能力的界的理论（续4）
示性函数集                      的VC维:

被集合中函数以    种方式分成两
类的向量               的最大数目

如果对任意  ，总存在一个  个向
量的集合可以被函数集打散，则
VC维无穷大

实函数集                                      的
VC维:

2h

z1, · · · , zh h

n n

Q(z,α),α ∈ Λ

A � Q(z,α) � B,α ∈ Λ

I(z,α,β),α ∈ Λ,β ∈ (A,B)
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推广能力的界的理论（续5）

ERM学习机器推广能力的构造性界: 

                      VC维有限，设为

函数数目无限: 记

函数数目为   : 记                     

用                       代替

E = 4

h

�
ln

2l

h
+ 1

�
− ln

�η
4

�

l

E = 2
lnN − ln η

l

Q(z,α),α ∈ Λ

N

h

19

h

�
ln

2l

h
+ 1

�
GΛ,B(2l)
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推广能力的界的理论（续6）
ERM学习机器推广能力的构造性界: 

1.完全有界函数集

1)下面不等式至少以        的概率对                      中所有函数成立

✓ 

 

2)下面不等式至少以          的概率对使经验风险最小的函数             成立

 

1− η Q(z,α),α ∈ Λ

R(α) � Remp(α) +
B −A

2

√
E

1− 2η Q(z,α
�
)

R(α
�
)− inf

α∈Λ
R(α) � (B −A)

�
− ln η

2l
+

B −A

2

√
E

20

R(α) � Remp(α)−
B −A

2

√
E
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推广能力的界的理论（续7）
2.无界非负函数集

1)下面不等式至少以        的概率对                      中所有函数成立

✓ 

2)下面不等式至少以          的概率对使经验风险最小的函数             成立 

 

以上的界是不能被显著改进的

函数集的VC维影响了学习机器的推广性能

1− η

1− 2η Q(z,α
�
)

Q(z,α),α ∈ Λ

R(α) � Remp(α) +
BE
2

�
1 +

�
1 +

4Remp(α)

BE

�

R(α
�
)− inf

α∈Λ
R(α) � B

�
− ln η

2l
+

BE
2

�
1 +

�
1 +

4

E

�

21
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控制推广能力的理论
函数集的结构: 

容许结构: 设函数的集合   具有函数子集    嵌套构成的结构

                                     

 

1.每个函数集的VC维都是有限的，且

2.结构中的任何元素（函数子集）

或包含完全有界的正函数集

或包含对一定         ，满足                                                              的集合

S

Sk = {Q(z,α),α ∈ Λk}

0 < Q(z,α) < Bk,α < Λk

(p, τk) sup
α∈Λk

��
Qp(z,α) dF (z)

� 1
p

�
Q(z,α) dF (z)

� τk, p > 2

S1 ⊂ S2 ⊂ · · · ⊂ Sk · · · ⊂ S

Sk

22

h1 � h2 � · · · � hk � · · ·
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控制推广能力的理论（续）
结构风险最小化（SRM）原则: 

                                             

以及

   较大时，  较小，经验风险接近期望风险，ERM准则合理

   较小时，小的经验风险并不能保证小的期望风险合理

将上面式子记为

求                                   称作结构风险最小原则

R(α) � Remp(α) +
B −A

2

√
E

R(α) � Remp(α) +
BE
2

�
1 +

�
1 +

4Remp(α)

BE

�
E = 4

h

�
ln

2l

h
+ 1

�
− ln

�η
4

�

l

l

h
l

h

E

23

R(α) � Remp(α) + Φ(
h

l
)

min(Remp(α) + Φ(
h

l
))
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控制推广能力的理论（续）

结构风险最小化（SRM）原则: 

 

         是置信范围，由函数集VC维决定（机器设计）

根据推广能力选择最好的函数子集

              取决函数集中特定函数，由训练方法决定

根据经验风险最小在函数子集中选择最好的函数

Remp(α)

24

R(α) � Remp(α) + Φ(
h

l
)

Φ(
h

l
)
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一些思考

✓对ERM做了深入分析，并在理论上找到其适用范围

✓包括控制小样本（           ）学习机器推广能力的原则

✓在最坏情况下进行推导，结论具有一般性
✓除理论分析外，还包括实用的算法（SVM）

-最坏情况下推到得到的结论实际中有时是无用的

-不包括计算复杂度方面的内容

l

h
< 20

25

25



统计学习遇到的问题

函数估计模型和经验风险最小化原则
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统计学习遇到的问题

函数估计模型和经验风险最小化原则

收敛速度的非渐进性理论学习过程一致性理论 推广能力的界的理论

控制学习过程的推广能力的理论

构造学习算法的理论
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统计学习遇到的问题

函数估计模型和经验风险最小化原则

学习过程一致性理论

ERM原则一致性（什么时候合理）

充要条件（变为一致单边收敛问题）

lim
l→∞

H
Λ∗

(ε; l)

l
< η

VC熵（期望的多样性）
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统计学习遇到的问题

函数估计模型和经验风险最小化原则

收敛速度的非渐进性理论

无限样本 有限样本

示性损失函数 实损失函数

与分布无关

VC熵

生长函数

退火VC熵

生长函数

不依赖分布

完全有界函数集 非负有界函数集 非负无界函数集
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统计学习遇到的问题

函数估计模型和经验风险最小化原则

推广能力的界的理论

ERM学习机器推广能力概念性界 ERM学习机器推广能力构造性界

VC维生长函数

R(α) � Remp(α) + Φ(
h

l
)
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统计学习遇到的问题

函数估计模型和经验风险最小化原则

推广能力的界的理论

控制学习过程的推广能力的理论

容许结构 结构风险最小化原则

经验风险（训练方法） 置信度（机器设计）

收敛速度的渐进分析

R(α) � Remp(α) + Φ(
h

l
)
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